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BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE
Varianta 87
Prof: Szép Gyuszi

Pentru orice solutie corectd, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.

Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele punctajului
indicat in barem.

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

1. | a eC estesolutie a ecuatiei mz”+nz+p=0,unde m, n, peC,dacd ma® +na+p=0. 1p
2
Avem (2-iV/3) =4-4i/3+3i" =1-4i\3. 20

Atunci (2-iv/3) ~4(2-iv/3)+7=1-4i\3-8+4i\3+7=0. 1p

Prin urmare, 2—i+/3 este solutie a ecuatiei 2 —4z+7=0. 1p
2. | Deoarece X €[3;9], rezultd ca | Xx—3]=x—-3. 1p
X—=95 x=5
Avem | X—5]= . 1p
5-%x, x<5
2, 3<x<5
Atunci T :[3; R, f(x)= .
tunci T:[3:9] =R, 109 {2x—8, 5<x<9 1p

Functia g:[5;9] > R, g(X) = 2X—8 este strict crescatoare. Prin urmare, f . =2-9-8=10. Cum 2p
fn =2, rezultdca f_ +f . =10+2=12.

3. 2
1 31
Avem 2X* + X+ 4 = 2{(X +Zj +R} >0, pentru orice X € R, ceea ce inseamna c3 expresia
\N2x%? +X+4 are sens pentru orice X € R. 2p
Impunem conditia ca 8—X >0, adicd X € (—»,8].
Prin ridicare la patrat, din \/2X% +X+4 =8— X obtinem ecuatia X* +17x—60=0. 1p
Discriminantul ecuatiei este A =529. Solutiile ecuatiei X* +17x—60 =0 sunt X, =3 si X, =—20. 1p
Cum —20 & (—o0,8], rezulta ca ecuatia \V2x? +X+4 =8—X are solutia x=3. 1p
4. | Numirul functiilor f : A— B este egal cu 3* =81. 2p
2
Existd 3* —C52* + C21" =36 functii surjective. P
36 1p

Probabilitatea cerutd este P = a

> Distanta dintre punctele A(Z m+1, 2) si B(2, 2m) este AB:\I(Z m+1-2)° +(2-2m)* =

=+/8m* —12m+5.
2
Avem de rezolvat ecuatia irationald Y8m? —12m+5 =5. P

Expresia v/8mM” —12m+5 are sens pentru orice m e R, deoarece

2
8m? —12m+5:8|:(m—%j +%:|>O,pentru orice meR. 1p
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Prin ridicare la patrat, ecuatia y8m? —12m+5 =5 devine 2m? —3m—5=0. Solutiile acestei

ecuatiisunt m =—1sim, = g 2p
6. . . 1
Notdm cu R raza cercului circumscris triunghiului ABC si vom folosi formula R = m . P
4'AABC
Semiperimetrul triunghiului ABC este p = % =13. 1p
Folosind formula lui Heron, A,z = \/p( p—AB)(p—AC)(p—BC), obtinem A,z = 5J39.. 2p
Atunci R = 8-8-10 :32@. 1p
4539 39
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
1 1 0 O
a) : 3p
Pentru Mm=0& R seobtine A(0)=|0 1 0 |.
00 3
Avem I, =A(0)e M. 2p
b) 1 m 0Y(1 n O 1 m+n O
Fiem, neR.Avem A(m)-A(n)=(0 1 0|0 1 0 |=/0 1 0 |=A(m+n). 5p
0 0 3"){0 0 3 0 0 3mn
c) 11 0 1 2 0 1 2014 O
AQD+A(2)+---+A(2014)=0 1 O |+/0 1 O [+---+|0 1 0 |= 1p
0 0 3 0 0 3 0 0 3%
1+2+---+2014 1+2+---+2014 0
= 0 1+2+---+2014 0 . 2p
0 0 3 +3 4.+ 30
2015
Cum 1+2+---+2014=1007-2015 si 3' +3° +---+ 3 = , rezults ca
1007-2015 1007-2015 0 2p
AQ)+A(2)+---+ A(2014) == 0 1007 -2015 0
2015
0 0 3 3
2
2. | e eZ este element neutru pentru legea de compozitie ,, o’ dacd Xoe =€o0X =X, pentru orice 1p
a) | xeZ.
Avem Xce=X,VXeZ <> Xe—2X—2e+6=X,VXeZ < (Xx—2)(e-3)=0,VXeZ. 2p
De aici deducemcd €=3.Cum 30 X=3X—6—-2X+6=X,V X Z, rezultd cd € =3 este element
neutru. 2p
b) | X x(x-1D)=0=x*+x-1-1=0= x> +x—-2=0. 3p
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Discriminantul ecuatiei X* +X—2=0 este A =9. Solutiile sunt X\, =—2€Zsi X =1eZ. 2p

c¢) | Elementul neutru al legii de compozitie ,, x” este 2.intr-adevir, Xx«2=X+2—2=X si
2% X=2+X—2=X, pentru orice XeZ. 1p
Fie a, beZ pentrucare f :Z — 7, f(X)=ax+b este unizomorfism de inele. Atunci f trimite

elementele neutre ale inelului (Z,*,o) n elementele neutre ale inelului (Z,+,-), adica

{f(Z):O {2a+b=0 _ _ ] ) 2p
& . Obtinem a=1 si b=-2. 1zomorfismul este in mod necesar de forma

f3) =1 3a+b=1

f:Z->7, f(X)=x-2.

Ardtam ca functia f :Z — 7, f(X)=X—2 este izomorfism de inele.
Avem f(Xxy)=x+y—2-2=x-2+y-2=Ff(X)+f(y),VX,y€Zsi 1p
f(Xey) =xy—2X-2y+4=XxX(y—2)-2(y—2) = (X—2)(y—2) =f(X)- f (y), VX,y €Z. Prin
urmare, f este un morfism de inele.

Aratam acum cd functia f :Z — Z, f(X) =X—2este bijectiva. 1p
Fie yeZ.Avem f(X)=y<<X—2=y << X=Yy+2€eZ,adici ecuatia f(X) =Y are solutie unica.
Prin urmare, functia f :Z — 7, f(X)=X—2 este bijectiva.

SUBIECTUL al lll-lea (30 de puncte)

1. | Fie xeR.Cum e* >0,VxeR, avemin particular cd € +1%0,¥x € R. Prin urmare, functia f
a) este bine definita. 1p

Stimca lime* =0.Atunci lim f(x) = lim [ - +X+2j:—oo. 2p

X—>—00 X—>—o0 x—>—o| @ +1
C s i aX - . 1
Stimcd lim e* =400, Atunci lim f(X)=lim| ——+x+2 |=+4.
X—>+0 X—>+0 x—+o @% 41 2p
b
) Avem e*+1#0,VXx e R. Functia X — 1 este derivabild pe R fiind egal3 cu raportul a doud
e +

functii derivabile (functiile X1 si X+>e* +1). 1p

Functia f este derivabild pe R ca sum3 de doud functii derivabile, anume functiile X > 1 Si

X X+2.

!
1 1-(e*+1)-1-(e* +1) e +e*+1
Avem f'(X)=| ———+Xx+2| = ( Z g )+1+0:ﬁ, VxeR. 2p
e*+1 (e*+1) (e*+1)

Cum € >0,VxeR, rezultd cg f'(X) >0,VXx R, de unde deducem c& functia f este strict

crescitoare pe R . 1p
c) | Punctul P(a, b) este centru de simetrie al graficului functiei f dacd si numai dac3

1

f (X) +f(2a—x) =2b, pentru orice element X din domeniul de definitie al functiei f . P

in cazul acestei probleme, trebuie s& aratam ci f(X)+f(—X) =5, pentru orice Xxe R. 2p

) 5 1 1 e* )

intr-adevar, f(X)+f(-X)=——+X+2+——-X+2=——+——+4=5, pentru orice

e +1 e +1 e'+l e +1

xelR. 2p

2. | Functia f este continud pe [0, +o0) ca produs de functii continue. Atunci functia F este derivabild
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a) | pe [0,+) si F'(X) =f(X), pentru orice X €[0,+0). 2p
X X
Pentru orice X €[0,4),avem —>0sie *>0.
6 2
p
x X
Deducem astfel cd F'(X) = r3 e 3 >0, pentru orice X €[0,+x), egalitatea avand loc doar pentru
X =0. Prin urmare, functia F este strict crescatoare pe [0, +c0) . 1p
b) | Fie X €[0,+00).
X X t _E l X _£ ! 3
F(x):jf(t)dt:j—e 3dt:-—jt e |dt= P
0 2 6 29
t=x t=x
1 - 3 -t 1 X X
~Zted —Ze3| =Z|3-xe’-3e?| 2p
2 o 2 o 2
c ©
) : =) (“’j .1 .3 L 2
Avem lim xe 3 = lim = = lim —=1lim—=0si lime 3 =0. P
X—>+00 X400 2 x—+0 1 X x—ow X X—>+00
e ~e? e3
1 - -1 3
Atunci lim F(X) = lim —(3—xe 3 -3e 3] =—.Tnplus, F(0)=0. 1p
X—>+o0 X+ 2 2
Am vizut la subpunctele anterioare ca functia F este continud si strict crescatoare pe [0, 400) .
Asadar, ecuatia F(X) =K are solutie unica in intervalul [0, +00), pentru orice
. . 3
ke [F(O), lim F(X)) . Tindnd cont de faptul cd F(0)=0 si lim F(X) = > am demonstrat ca 2p
X—>+0 X—>+0
ecuatia F(X) =K are solutie unica in intervalul [0,+), pentru orice K € O,E .
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